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Test du 16 Novembre 2017 - Corrigé

Exercice 1. Soit x = (z1,...,2,) ER" et r = />, z7.
(1) Soit f(x) = 1/r. Calculer grad f, Af et div f.

(2) Soit f(x) = ¢(r) ot ¢ est une fonction réelle réguliére.
(a) Montrer que pour x # 0

Af =)+ 2 )

(b) En déduire une solution de Af =0 dans 2 =R\ {0}.

Corrigé. (1) Pour touti=1,...,n, on a
af 0, 4 50 o
dx; Oz, (r)=—r ox; (r) = RE
Donc
1 1
grad f(x) = —T—S(xl, cey ) = — 3%}
et
— of 2im1 Ti (xle)
div f(x) = ; ox; T3 - 3
ove=e;+ - -e,.
Pour touti=1,...,n, on a
0% f 0 Z; 1 3 0
or?  Om; (_73) r3 zz( 4 Oz, (T)>
1
= = = (3:1022 — 7‘2)
Ainsi
"L 0% f O 3—-n
Af(x) = 2 aTEZg(X) Py (327 = %) =| —
(2) Soit f = ¢(r)
(a) Pour x # 0, on a g—; = 24, donc
of _ ,, [or . &
i (r) oz, ~ ¢
et
82f Z or x; / 9 1
87:522 = (T)axi7 P (T)afxi(xﬂ" )



d’ou

"L 52 7 r , 1 1 <
Af Xgé=ﬂ@Aﬁ+meZL¢Q}4

i=1 i=

S+ |- 1]

n—1

= ¢'(r)+ ¢ (r)

r

(b) Sin =1 le probléme est trivial. On suppose n > 2. On cherche une solution de Af = 0,
alors ©"(r) + 2o (r) =0 et ¢'(r) =r'~". Dou

Inr sin=2
p(r) = {Tz_n

5 sin >3
—n

Exercice 2. Soit 2 le domaine de R3 limité par la sphére d’équation
L e |

avecx > 0,y>0et 22>0,.
(1) Faire un dessin de
(2) Calculer le volume de .
Notons X le bord de € orienté suivant le vecteur normal extérieur.
Notons ¥; la partie de ¥ contenue dans la surface x2 + y? + 22 = 1. On peut paramétrer %,
par
z(p,0) =sinpcosh
y(p,0) =sinpsind (p,0) € [0,7/2]2.
z(p,0) =cosy

Notons aussi ¥ = ¥\ 31 (le complémentaire de ¥; dans X).
Soit le champ vectoriel donné par

f(z,y,2) = (2°,9°,2%)

(3) Calculer le flux de f a travers 3.

(4) Calculer le flux de f a travers 3.

(5) Calculer le flux de f a travers ¥ en utilisante la formule d’Ostrogradsky (théoréme de
divergence). Calculer d’abord la divergence de f.

(6) Calculer laire de Xy.

(7) Calculer l'aire de X,.

(8) Soit la courbe C, bord de ¥, orientée dans le sens trigonométrique par rapport a l’orientation
de 31 (dont le vecteur normal est vers extérieur).
En utilisant la formule de Stokes, calculer la circulation de f le long de la courbe C.

On rappelle que le volume de la boule unité est 47/3 et que aire de la sphére unité est 4.

Corrigé. (1) Dessin.

(2) Le domaine Q est Uintersection de la boule unité d’équation x> +y* + 2% = 1 et de l'octant
{(z,y,2), >0,y >0,z>0}. Cest le huitiéme de la boule unité qui se trouve dans cet octant.
Son volume est donc

477_
3

Vol() = % :

co| —

(3) Le bord de Q est composé huitiéme de la sphére unité : ¥ = {x®> + 9> +22 =1, 2 > 0,y >
0,2 > 0} et des quarts de disques Sy = {z =0, 22 +9> <1, 2 >0,y >0}, So = {x =0, 22 +9> <
1, 2>0,y>0} et S3={y=0, 22+22<1, 2>0,2>0}. Onaalors X =% US; US,US3 et
Yo =851USyUS3



On parameétre X1 par

x(p,0) =sinpcosh
o(p,0) = y(p,0) =singsing  (p,0) € [0,7/2.
z(p,0) =cosp

donc
Z—U = (cospcosf,cospsinb, —sin )
14
do . . .
%0 = (— sin psin 8, sin ¢ cos 6, 0)
et
0o N — 0o = (sin? @ cos @, sin? @ sin 6, cos @ sin @)
Ao 00

est un vecteur normal sortant. D’ot

//zlf'dsz/oﬂ/2 /Oﬂ/gf(o(%@))-(ga g‘;)d do

/2
/ / (sin®  cos? 0, sin® @ sin® 0, cos® ) - (sin? @ cos B, sin? @ sin 6, cos @ sin ) dpdd
0

/2
/ / sin® p(sin® § + cos® §) + cos? sin ¢ dpdf
0

3
10

Pour une intégrale du type [ sin®(p)dy on utlise

/sins(ap)dgp = /(sin2(<p)2 sin pdp = /(1 — cos? ¢)? sin pdy

puis un changement de variable u = cos . Méme chose pour fsin )dyp et fcos Ydp.

(4) On a 39 = S1US2U S5 et le flux de £ a travers Yo est la somme des fluz de f a travers
chaque surface S;. On pour chaque S; le vecteur normal est perpendiculaire a S; en chaque point
donc le fluz a travers S; est nul. Donc [[, f-dS =0.

(5) D’aprés la formule de la divergence

//f~dS // div(f dxdydz—/// 2 4+ 9% + 2%)dxdydz
b Q Q

/// -2 sin@drdfdy coord. sph.
[0,1]x[0,7 /2]

1 T
= Z.1.=

5 2
_ |3
110

On retrouve bz’enff2f~dS:ff21f~d5+flef'd5:%+O:%

(6) 31 est le huitieme de la sphére unité, son aire est donc % X 4 = .

3

10
(8) Remarquons que la circulation le long de C est égale a la somme des circulations sur le bord

de chacunes des faces Sy, So, S3. Sur les arrétes droites, les circulations se compenses deuzr & deux

(7) Eo est la réunion disjointe des 3 quarts de disque unité, son aire est donc % X T =




(faire un dessin).
D’apres la formule de Stokes, on a par exemple

f-dl:// rot(f) - dS
651 Sl

Or rot(f) = (0,0,0), donc [,4 £-dl = 0. Par symétrie [,q £-dl =0 et [, £-dl =0. Ainsi

fcf'dlz@

Exercice 3. On considére ’équation différentielle
y'+ty +y =1 (1)

On cherche 'unique solution de cette équation vérifiant y(0) = ¢’ (0 = 0.

(1) On suppose que (1) admet une solution développable en série entiére y(t) = :i% an,t™ de
rayon de convergence strictement positif.

Quelle relation de récurrence doit vérifier la suite (a,,)?

(2) Calculer explicitement a,, pour chaque n.

(3) Quel est le rayon de convergence de la série.

(4) Exprimer cette solution a l’aide des fonctions usuelles.

Réponse : Soit R > le rayon de convergence de la solution y(t) = ;ri% ant™ .
t €] - R,R]

On a pour

—+oo
y(t) = Zant"
n=0

+oo +oo
() = t> napt"'=> ant”
n=1 n=0

—+o0 —+o0
y'(t) = D nn—1ant"? =Y (n+2)(n+ Danot"
n=2 n=0

On en déduit que, pour tout t €] — R, R|

y'(8) + 1y (0) + y(t) = Y but"
n=0
avec
b, =(m+2)(n+ any2 + (n+ 1a,

Or y"(t) + ty'(t) + y(t) = 1. Par unicité du développement en série entiére, on obtient by = 1 et
b, = 0 pour tout n > 1. Ce qui nous donne les relations

1 Qn
(12:5(17(10) et an+2:7m, Vn >1

(2) De plus ap = y(0) = 0 et que a; = y'(0) = 0. On en déduit que tous les termes impairs
Aan41 SONt nums, puis que, pour les termes pairs

- (@) () ()

B (71)n+1

T 2x4dx---%x2n
B (_1)n+1

o 21!

valable pour n > 1.



(8) Dapres la régle de d’Alembert, le ryon de convergence de cette série est égal & +00. La
fonction y(t) ainsi définie est de classe C* sur R.

(4) On a
-y (=)™ o ) L(=\"_[[ e
y(t) = 2 ol = Zanl\ 2 =

Réciproquement, on vérifie assez facilement que cette fonction est solution de I’équation pro-
posée.



